Correction du concours blanc de mathématiques

Dans la suite de ce devoir, (f,,)nen désigne la suite de Fibonacci, définie par :

Jfo=0
fi=1
Vin € N, fn+2 = fn—i—l +fn

Partie A : Préliminaires fibonacciens

Notons ¢ = 1+2‘/5.
1. 2 = 6+ix/5 _ 3+4x/5 =+ 1.

2. Notons ¢ = 1+T‘/5 Montrer par récurrence double que pour tout n € N, f,, < o™

Initialisation : fo=0<1=¢ et fi =1 < o.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que f, < ¢" et for1 <@

n+1

fare = far1 + fo ST " = (14 @) = P = T2

n

Conclusion : Pour tout n € N, f,, < ¢".

3. La suite (f,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r> —r —1 =10
dont les soluti 6 155 ot 155 Do I, p e R VR eN, f, = A (1558)" + 1 (55)"
ont les solutions sont 5= et ~52. Dot I, p ,Vn S 5 p(=2) .
A T’aide des conditions initiales, on trouve A + p = 0 et é()\ —p)=1.Dou = % et = —%.

Conclusion : g . Y .
1 14++/5 1—-+/5
wen a5 ((557) - (557)

Vofn 1 _ (1=v5\" 1-V5| ~ 2 ion - ~
4. On a e 1 <1+\/5) njoo 1 car ‘H\/E < 3 < 1. Conclusion : f, W VB

Partie B : Fibonacci, les séries et 8—19

Soit ¢ € R. Pour n € N, on pose S,,(q) = Z frd®.
k=0

5. Soit n € N,

n—+2 n+2

Sni2(q) =D frd" = fo+ fra+ > fad®
k=0 k=2
=q+ Z firaq™?
=0

=q+ Z fir1d™? + Z fig™?
=0 i=0

n+1

=q+ > fid™ +¢*S.(q)
=1

= ¢+ ¢Snt1(q) + ¢*Sa(q)

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2022/2023



6. Supposons que |q| <3 , alors | f,q" | f|qu|”
Or ) " |gp|™ est une série convergente car c’est une série géométrique de raison |gp| < 1. Par critere de
comparaison des séries a termes positifs, la série Z | fng"™| converge d’ont Z fnq" converge absolument.

+o00
Notons S la somme de la série Z fuq" ie. S = Z fnq".
n=0
En passant a la limite dans la relation de la question précédente, on obtient S = g + ¢S + ¢S i.e.

(1—-q—¢*S = q. De plus, |q+q2|<%+é—@+l—1 donc g+ ¢@*#1doul—q—q¢*#0.

: =, q .
Conclusion : S = nzo fng" = m
7. On suppose dans cette question que |g| >3 .On a f’L?IZ}ZH f"“ lq] W ©lq|.
D’ou Folgl
Ll plgl > 1

fulg|® notoo

Donc IN € N, ¥n € [N, +oof, Ll > 1,

Conclusion : a partir d'un certain rang, la suite (f,|q|"), oy est strictement croissante.
En particulier, pour tout n € [N, +oo[, | £.¢"| = fulal™ > fvlq™.
Donc le terme général de la série Z fng" ne tend pas vers 0 i.e. Z fnq" diverge grossieérement.
-1 . 1 O e
8. Pour ¢ = > fnq W VR et pour ¢ 2 fna e
ne peux donc pas tendre vers (. Conclusion : la série Z fnq" diverge grossierement.

. Le terme général de la série Z fnq"

9. On trouve sur internet 'affirmation suivante :

1/89 = 0.0

[y
-
N
w

+ + + + + + + + o+
o
(o)

= 0.0112359550. ..

La somme explicitée ci-dessus est la somme de la série Z 10]211 =101 Z In (10_1)71.

Or 107} < 7, la série 107" 3 f, (1071)" est donc convergente. La somme existe bien et vaut

ST S S
—10mtt 1-10"'—10"2  100-10—1 89

Partie C : Fibonacci et ’algebre linéaire

- . 0 1 RN
On consideére la matrice A = ( 11 ) et le vecteur-colonne X,, = ( o ) oun e N.
100 10 1on+1

S

dy dy 0 dy B

. fn+11 fn+11

10. SOlt n c N7 AXn = ( 10;’:“ Frt1 ) = (1:; ) = Xn+1-
L ) . 3 10n+2 10n+2 10n+2

Par itération immédiate, X,, = A" X, pour tout n € N.

On définit également les matrices P = (1 1) et D= (dl 0 ), ol d; = 120*/5 et dy =
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11. On a det(P) = dy — d; donc P est inversible. De plus, P~ = d21 ( d; _11)
1

12. On a :

1 1 1 d; 0 dy —1 1 di d d, —1
PDP 1 _ 1 2 — 1 2 2
T dy—d, (dl dg) (0 d2> (—d1 1 > dy — d (d% ) \—d; 1

1 0 dy — dy
dz dy \dids(dy — dy) dj —dj

0 1
== = A
<—d1d2 di + dz)

Donc, pour tout n € N, A" = (PDP~')" = PD"P~!.
13. Soit n € N,

A%_+...+_)QL::(&.+...+.Aﬁ)}b
=P(Il,+---+D")P X,

! LoL) (14 +df 0 dy —1\(0
dg dl d1 dg 0 1_|__|_dg _dl 1 %
1 I—dy ™ 1-dytt\ /1
— 1—d; 1—ds ( 110)
d? - dl * * 10

1 1-dypT! 1—dy™!
— I 1—-di  1—ds
10(d1 — dg) *

D’ou la premiére composante du vecteur Xy + - - - + X,, tend vers

1 ( 1 1 ) B 1 B 1 10
10(dy —do) \1—dy  1—dy/) 101 —di)(1—do) 10(1—155—735) 89
14. Soit n € N. La premiere composante du vecteur Xy + --- + X, est égal a Z 1{;
On retrouve le fait que la série Z " converge et que io In = 1
10n+1 10n+1 89"
Partie D : Fibonacci et les polynomes
FQ - O

On définit les polynomes de Fibonacci de la maniere suivante : ¢ F; =1
VHEN, Fn+2:XFn+1+Fn (*)
]_5 FQZX, F3:X2+1€t F4:X3+2X

16. Montrons par récurrence double que, pour tout n € N* deg(F,) = n — 1 et 1 est le coefficient
dominant de F,.
Initialisation : F; = 1 et F;, = X donc la propriété est vraie pour n € {1,2}.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons que deg(F,) = n — 1, deg(F,+1) = n et que F), et F, . sont de
coefficient dominant 1. Donc deg(X F,,11) = deg(X) +deg(F,4+1) = n+1 > deg(F,). Par conséquent,
On a deg(F,,12) = deg(X F11 + F,,) = deg(X F,11) = n+ 1 et le coefficient dominant de F), 5 est le
méme que celui de X F, 1, il est donc égal a 1.
Conclusion : Pour tout n € N*, deg(F,,) =n — 1 et 1 est le coefficient dominant de F,,.

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2022/2023



17. Pour tout n € N, notons u,, = F,,(1) et v, = F,(0). En évaluant I’égalité (x) en 1 et en 0, on obtient :

’LL():O UOZO
u =1 et v =1
Vn eN, Uyio = Upi1 + Uy Vn €N, v,10 =1,

Par conséquent, F,(1) = u, = f, et F,(0) = v, = 3 (1 — (—=1)") pour tout n € N.
18. Soit t €]0, 7| et x = 2icos(t).
La suite (F,(x))nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique

(B)):r*—ar—1=0.

Cette équation admet pour discriminant 22 + 4 (ce discriminant est un réel strictement positif).
Par conséquent (E.) admet deux racines complexes distinctes : a(x) = @ et f(x) = %‘/m.
D'ou Vn € N, F,(z) = Aa(x)" 4+ pf(x)" ou A\, u € C.

A T'aide des conditions initiales, A + p = 0 et Aa(z) + pf(x) =

) N _ 1 e 1
PSS —w T T s
Par conséquent, Vn € N, F,(x) = aéjx) : gg; .

19. Soit n € [2,400[ et k € [1,n — 1], on pose z; = T et 2, = 2icos (k“)

21005(1”)—}— —40052(’%’)-{-4

3 km 2 (kw\ __ o3 km . km

(a) On a a(xy) = 5 =1icos (7) + /1 — cos (7> = sin (7) +icos (7)

Par ailleurs ie % =i (cos (—%ﬂ) +isin (—%ﬂ)) = sin (%”) +1icos (%’r . Dot afxy,) = ie .

On remarque que f(z;) = —a(xy), dou f(zy) = —ie % = —ie=% = ie*

i%e "%k _ jnenzk ine—ikrr lnelkﬂ' —92i" sin(/mr)
Fu(ry) = —— —— = =— = 0.
1e — ie*k ie=#k — ie®k e *k — efk

(b) On a trouvé n — 1 racines distinctes du polynéme F,, qui sont x1, ..., Z, 1.

Or F, est de degré n — 1 et de coefficient dominant 1.

Par conséquent, F), = H (X —xy) = H <X — 2icos <7T>>
n

k=1 k=1

(¢) On suppose de plus que n est pair.
On a z,,_; = 2icos ( L k)w) = 2icos <7T ’Zr) —2icos k”) = 7.
2

De plus, pour k = %, z; = 0. En découpant le produit, on obtient

n

—{L‘k H (X—:L’k)

k=241

F,

i ,':]M‘3

g

= X JT (X — ) (X —77)
k=1
3]
=X ] <X2 + 4 cos? (MT))
k=1 n
(d) Supposons que n est impair.

Fn = H(X—xk) f[ (X =) = E(X_xk) (X =) = LEJ <X2+4COSQ <k§>>

k=1 f=1tL k=1 k=1

km
(e) En évaluant en 1, on obtient f,, = H (1 + 4 cos? <>> dans les cas pairs et impairs.
k=1 n
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20. Soit n € [2,+oo] et k € [0,n — 1]. Notons F(n, k) le coefficient associé a X* dans F,.

(a) Pour tout n € [2,4+o00[, notons & (n) la propriété suivante : « Pour tout k € [0,n — 1], F(n, k)
est le nombre de facons d’écrire n — 1 comme une somme ordonnée de 1 et de 2, avec exactement
k apparitions de 1 ». Montrons par récurrence double que #(n) est vraie pour tout n € [2, +o00[.
Initialisation : 5 = X d’ou F'(2,0) =0 et F(2,1) = 1. On a bien :
e aucune fagon d’écrire 1 avec aucune apparition de 1;

e une facon d’écrire 1 avec exactement une apparition de 1.
F3=X?+1dou F(3,0)=1, F(3,1) =0 et F(3,2) = 1. On a bien :
e une facon d’écrire 2 avec aucune apparition de 1;
e aucune fagon d’écrire 2 avec exactement une apparition de 1;
e une facon d’écrire 2 avec exactement 2 apparitions de 1.
D’ou & (n) est vraie pour n € {1,2}.
Hérédité : Soit n € [2, +oof. Supposons Z(n) et Z(n+1). Ona F,19=XF,11 + F, ie.

n+1 n n—1
S Fn+2,k)X =Y Fn+1LkX" +> F(n, k)X*
k=0 k=0 k=0
n—1
=F(n,0)+ > (F(n+1,k—1)+ F(n, k)) X"
k=1

+Fn+1,n—1)X"+F(n+1,n) X"

o F(n+2,0) = F(n,0). De plus, il y a autant de fagon d’écrire n — 1 et n + 1 avec aucune
apparition de 1 (une si n pair et 0 si n impair d’ailleurs).

e Pour tout k € [1,n—1], F(n+2,k) = F(n+1,k—1)+ F(n, k). De plus, il y a deux types
de décomposition de n + 1 avec k apparitions de 1, celles qui finissent par 1 et celles qui
finissent par 2. Celles du premier type sont au nombre de F(n+1,k—1) et celles du second
sont au nombre de F'(n, k) d’aprés I'hypothese de récurrence.

e F(n+2,n) = F(n+1,n—1). De plus, il y a autant de fagons d’écrire n+1 avec n apparitions
de 1 que de fagons d’écrire n avec n — 1 apparitions de 1 (aucune d’ailleurs).

e i(n+2n+1)=F(n+ 1,n). De plus, il y a autant de fagons d’écrire n + 1 avec n + 1
apparitions de 1 que de fagons d’écrire n avec n apparitions de 1 (une d’ailleurs).

Par conséquent, & (n + 2) est vraie.

Conclusion : Pour tout k € [0,n — 1], F(n, k) est le nombre de fagons d’écrire n — 1 comme une
somme ordonnée de 1 et de 2, avec exactement k apparitions de 1.

Soit n € [2,+oof et k € [0,n — 1].

Si n et k ont la méme parité, il n’y aucune fagon d’écrire n — 1 avec k apparitions de 1.
n+k—1

Si n et k n’ont pas la méme parité, il y a ( P ) fagons d’écrire n — 1 avec k apparitions de 1.

En effet, de telles décompositions comportent k fois le nombre 1 et ”_Tl_k fois le nombre 2.

1l e e W e s de di 1 bres 1 dans de telles dé iti
ya( L )—( A ) a(;ons e lSpOSGI‘ €S nompres ans de telles eCOInpOSl 1011S.

n—1 n—1 n+k—1 n—1 /n+k—1
(b) On a f, = F,(1) = > F(nk) = > ( Z ) => ( 2 ) On sous entend dans le
k=0 k=0 k=0

k+n impair
dernier terme que les coefficients binomiaux comportant des nombres non entiers valent 0.

0 km LI
21. Pourn=2: fo,=1; <1+4cos2<2>>:1etz<z>:1_
k=0

k=1

! km T 2 [k 2 2
Pour n =3: f3=2; H<1—|—4COSZ<>>:1+4C082():26tz< 2 > :<>+<>:

k=1 3 3 par) kk 0 2

1 L 3 /3+k 9
Pourn=4: f, = 3; H<1+4COS2<7T>>:1+4COS2(7T):3€tZ< 2 >:<>+<3>:

k=1 4 4 o\ k 1 3
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